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Abstract. Gelanggang valuasi adalah gelanggang komutatif yang koleksi dari
semua idealnya terurut total terhadap relasi inklusi. Ukuran yang merepresen-
tasikan seberapa jauh suatu gelanggang komutatif menyimpang dari sifat valu-
asi disebut dengan dimensi valuasi. Modul uniserial adalah modul yang koleksi
dari semua submodulnya terurut total terhadap relasi inklusi. Ukuran yang
merepresentasikan seberapa jauh suatu modul menyimpang dari sifat unise-
rial disebut dengan dimensi uniserial. Untuk suatu gelanggang R, dimensi
uniserial dari R-modul R disebut dimensi valuasi dari gelanggang R. Den-
gan demikian konsep dimensi valuasi termotivasi oleh konsep dimensi unise-
rial. Tulisan ini membahas kelas gelanggang Noether komutatif dengan di-
mensi valuasi berhingga. Perhatikan bahwa dalam melakukan karakterisasi
suatu lapangan dapat dilakukan dengan mengkaji modul atas lapangan terse-
but, yang tidak lain adalah suatu ruang vektor. Dengan cara sama, untuk
menentukan sifat-sifat dari gelanggang Noether/Artin dapat dilakukan dengan
mengkaji sifat-sifat dari modul atas gelanggang Noether/Artin. Begitu juga
dalam tulisan ini, peneliti mengkaji sifat-sifat dari gelanggang Noether komu-
tatif dengan dimensi valuasi berhingga, tetapi melalui pendekatan sifat-sifat
dari modul yang dibangun secara hingga atas gelanggang Noether komutatif
dengan dimensi valuasi berhingga. Peneliti menghasilkan suatu metode un-
tuk menentukan dimensi uniserial suatu modul yang dibangun secara hingga
atas daerah valuasi diskrit dengan melakukan pendekatan melalui dekomposisi
modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi diskrit untuk mengek-
splorasi dimensi uniserial dari modulnya. Hasil tambahan dalam tulisan ini
antara lain mengenai dimensi valuasi suatu daerah ideal utama, yang diper-
oleh melalui eksplorasi gelanggang faktor dari daerah ideal utama tersebut.
Hasil tambahan lainnya adalah suatu kode program Python untuk menghitung
dimensi valuasi dan dimensi uniserial dari beberapa gelanggang dan modul.
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1. Pendahuluan
Belum lama ini, dalam teori modul dan gelanggang telah diperkenalkan kon-
sep baru, yaitu dimensi valuasi dan dimensi uniserial. Dimensi uniserial suatu
modul adalah suatu bilangan ordinal yang mengukur seberapa jauh suatu modul
menyimpang dari sifat uniserial. Konsep dimensi uniserial pertama kali dike-
nalkan oleh Nazemian, dkk. (2014). Sementara itu, dimensi valuasi adalah
suatu bilangan ordinal yang mengukur seberapa jauh suatu gelanggang komu-
tatif menyimpang dari sifat valuasi. Konsep dimensi valuasi dikenalkan oleh
Ghorbani dan Nazemian (2015). Berdasarkan rumusannya, dimensi valuasi suatu
gelanggang R adalah dimensi uniserial dari modul R atas gelanggang R tersebut.
Akibatnya, untuk menentukan dimensi valuasi suatu gelanggang R perlu dike-
tahui lebih dulu dimensi uniserial dari modul RR. Selanjutnya, dalam tulisan ini,
yang dimaksud dengan gelanggang adalah gelanggang komutatif dengan elemen
satuan.
Konsep dimensi uniserial dan dimensi valuasi terkait dengan konsep modul
uniserial dan gelanggang valuasi. Modul uniserial adalah modul yang koleksi
dari semua submodulnya terurut total terhadap relasi inklusi. Sifat modul unise-
rial telah dikaji antara lain oleh Facchini dan Salce (1990), Eisenbud dan Griffith
(1971), dan Warfield (1975). Sementara itu, gelanggang valuasi adalah su-
atu gelanggang dari suatu lapangan yang dikaitkan dengan suatu fungsi valuasi.
Gelanggang valuasi dapat juga diidentifikasi melalui koleksi dari semua idealnya
yang bersifat terurut total terhadap relasi inklusi. Definisi tersebut dipakai dalam
tulisan ini. Konsep gelanggang valuasi dikaji antara lain oleh Faith (1984, 1986),
Kaplansky (1952), dan Manis (1969).
Sudah banyak diperoleh mengenai hasil-hasil yang ada di literatur terkait
modul dengan dimensi uniserial dan gelanggang dengan dimensi valuasi. Nazemian,
dkk. (2014) menunjukkan bahwa untuk suatu gelanggang R dan bilangan ordi-
nal α terdapat suatu R-modul dengan dimensi uniserial α. Suatu gelanggang
komutatif adalah Noether jika dan hanya jika setiap modul yang dibangun se-
cara berhingga memiliki dimensi uniserial. Selain itu, suatu gelanggang ko-
mutatif adalah Artin jika dan hanya jika setiap modul yang dibangun secara
berhingga memiliki dimensi uniserial berhingga. Jika suatu gelanggang memi-
liki dimensi valuasi, maka sebagai modul atas gelanggang tersebut, setiap ideal
di dalam gelanggang memiliki dimensi uniserial dan dimensi uniserialnya lebih
kecil atau sama dengan dimensi valuasi gelanggangnya. Di lain pihak, Ghor-
bani dan Nazemian (2015) telah menyebutkan sifat-sifat gelanggang berdimensi
valuasi dan berdimensi valuasi berhingga. Setiap gelanggang Noether meru-
pakan gelanggang berdimensi valuasi. Lebih jauh, setiap gelanggang Artin,
yang berarti juga merupakan gelanggang Noether, mempunyai dimensi valuasi
berhingga. Walaupun demikian, tidak semua gelanggang komutatif yang memiliki
dimensi valuasi berhingga adalah gelanggang Artin. Lebih lanjut, setiap gelang-
gang berdimensi valuasi berhingga adalah hasil kali berhingga dari gelanggang-
gelanggang lokal, yang dinamakan gelanggang semisempurna. Selain itu,
gelanggang R adalah Artin jika dan hanya jika gelanggang R × R berdimensi
valuasi berhingga.
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Gelanggang Artin, gelanggang berdimensi valuasi berhingga, dan gelanggang
lokal terkait satu sama lain. Sifat gelanggang lokal telah dikaji antara lain oleh
Wisbauer (2007), Lam (2001) dan Nicholson dan Yousif (2003). Di lain pihak,
Atiyah dan MacDonald (2018) telah menelaah sifat gelanggang Artin komutatif
terkait dengan karakterisasi gelanggang Artin lokal. Gelanggang lokal adalah
gelanggang yang memiliki ideal maksimal tunggal. Atiyah dan Macdonald (1969)
juga membuktikan bahwa setiap gelanggang Artin adalah gelanggang hasil kali
berhingga dari gelanggang-gelanggang Artin lokal. Lebih lanjut, karakterisasi
tentang gelanggang lokal telah dilakukan antara lain oleh Clark, dkk. (2006).
Sebagai kesimpulan sementara, pengembangan konsep dimensi uniseral dan di-
mensi valuasi telah membuka area baru dalam teori modul dan gelanggang yang
menarik untuk diteliti lebih lanjut. Kajian tentang gelanggang komutatif dengan
dimensi valuasi berhingga merupakan area yang menarik untuk diteliti. Telah
diketahui bahwa setiap gelanggang Artin memiliki dimensi valuasi berhingga. Di
lain pihak, terdapat gelanggang dengan dimensi valuasi berhingga yang bukan
gelanggang Artin. Artinya, sifat Artin merupakan syarat cukup tetapi bukan
syarat perlu bagi suatu gelanggang yang memiliki dimensi valuasi berhingga. Se-
bagai bagian dari upaya mencari syarat perlu dan cukup suatu gelanggang den-
gan dimensi valuasi berhingga, tulisan ini berusaha memperbesar kelas gelang-
gang dengan dimensi valuasi berhingga. Mengingat bahwa setiap gelanggang
Artin adalah gelanggang Noether, maka hal ini akan memunculkan pertanyaan:
kelas gelanggang Noether yang seperti apa sehingga memiliki dimensi valuasi
berhingga? Untuk itu, tulisan ini ditulis dalam rangka berusaha ingin menjawab
pertanyaan tersebut.
Sementara itu, banyak hasil di literatur yang membahas tentang ciri, kekhasan,
atau sifat-sifat gelanggang melalui kajian tentang modul atas gelanggang terse-
but. Sebagai contoh, karakterisasi suatu lapangan dapat dilakukan dengan mengkaji
modul atas lapangan tersebut, yang tidak lain adalah suatu ruang vektor yang
selalu merupakan modul bebas. Untuk menentukan sifat-sifat dari gelanggang
Noether atau Artin dapat dilakukan dengan mengkaji sifat-sifat dari modul yang
dibangun secara berhingga atas gelanggang Noether atau Artin. Mencontoh pen-
dekatan ini, kajian tulisan ini selanjutnya adalah mendalami kekhasan gelanggang
Noether dengan dimensi valuasi berhingga melalui penggalian sifat-sifat modul
yang dibangun secara berhingga atas gelanggang Noether dengan dimensi valuasi
berhingga.
Memperhatikan uraian di atas dalam tulisan ini akan dikaji tentang gelang-
gang Noether dengan dimensi valuasi berhingga yang terdiri dari dua subtopik.
Subtopik pertama adalah membahas tentang karakterisasi kelas gelanggang Noether
dengan dimensi valuasi berhingga. Mengingat setiap gelanggang dengan di-
mensi valuasi berhingga dapat didekomposisi sebagai hasil kali berhingga gelang-
gang lokal, sifat lokal akan digunakan sebagai alat untuk mengidentifikasi kelas
gelanggang Noether dengan dimensi valuasi berhingga. Subtopik kedua adalah
memahami ciri atau kekhasan dari gelanggang dengan dimensi valuasi berhingga
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melalui investigasi dimensi uniserial dari modul atas gelanggang tersebut. Struk-
tur dari modul terkait yang ada di literatur, seperti dekomposisi atas submodul-
submodul dengan sifat tertentu, akan dimanfaatkan untuk menurunkan hasil yang
diharapkan.
Secara umum hasil yang diketengahkan dalam tulisan ini adalah seputar gelang-
gang Noether dengan dimensi valuasi berhingga yang terdiri dari dua subtopik.
Subtopik pertama menghasilkan karakterisasi kelas gelanggang Noether dengan
dimensi valuasi berhingga. Khususnya, ditunjukkan bahwa suatu gelanggang
Noether R memiliki dimensi valuasi berhingga jika dan hanya jika R adalah
gelanggang valuasi atau Artin. Subtopik kedua menghasilkan suatu ciri atau
kekhasan dari gelanggang dengan dimensi valuasi berhingga melalui investigasi
dimensi uniserial dari modul atas gelanggang tersebut. Memperhatikan hasil di
subtopik pertama dan fakta bahwa setiap modul yang dibangun secara hingga
atas gelanggang Artin adalah modul Artin, pada subtopik kedua ini cukup diba-
has modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi diskrit. Lebih lan-
jut, peneliti menghasilkan suatu metode untuk menentukan dimensi uniserial
suatu modul yang dibangun secara hingga atas daerah valuasi diskrit dengan
melakukan pendekatan melalui dekomposisi modul yang dibangun secara hingga
atas daerah valuasi diskrit, baik melalui modul torsi dan modul bebas torsi, un-
tuk mengeksplorasi dimensi uniserial dari modulnya. Telah ditunjukkan bahwa
dimensi uniserial dari suatu modul adalah suatu fungsi dari pembagi-pembagi
elementer modulnya dan rank dari bagian modul non torsinya.
Dalam perjalanan penelitian kami, terdapat hasil-hasil tambahan yang cukup
signifikan. Hasil tambahan dalam tulisan ini antara lain mengenai dimensi valuasi
suatu daerah ideal utama, yang diperoleh melalui eksplorasi gelanggang faktor
dari daerah ideal utama tersebut. Khususnya ditunjukkan bahwa jika R adalah
daerah ideal utama, maka dimensi valuasi dari gelanggang R adalah 1 atau ω,
dengan ω adalah bilangan ordinal tak hingga yang terkecil. Hasil tambahan
lainnya adalah suatu kode program Python untuk menghitung v.dim (Zn), n ≥ 2
dan u.s.dim (Zm × Zn)Z, m,n ≥ 2.
DIMENSI VALUASI SUATU GELANGGANG NOETHER KOMUTATIF DAN TOPIK-TOPIK YANG TERKAIT5
2. Dimensi Uniserial Suatu Modul
Subbab ini merupakan hasil review terhadap artikel Nazemian, dkk. (2014) yang
terkait dengan dimensi uniserial suatu modul. Nazemian, dkk. (2014) mendefin-
isikan dimensi uniserial suatu modul sebagai ukuran yang merepresentasikan se-
berapa jauh suatu modul menyimpang dari sifat uniserial. Modul uniserial
adalah modul yang koleksi dari semua submodulnya terurut total terhadap re-
lasi inklusi. Selanjutnya akan diberikan definisi dimensi uniserial suatu modul
beserta contohnya. Selain itu, dikaji juga sifat-sifat dari modul yang memiliki
dimensi uniserial. Bilangan ordinal berhingga diidentifikasi dengan bilangan
bulat positif dan bilangan transfinite menotasikan suatu ukuran dari bilangan
yang tak terbatas. Lebih lanjut, bilangan ordinal transfinite pertama dinotasikan
dengan ω. Pembahasan mengenai bilangan ordinal dapat dilihat di Stoll (1961).
Untuk setiap bilangan ordinal α ≥ 1 dibangun secara induksi transfinite dan
koleksi R-modul ζα, dimulai dari ζ1 dengan memanfaatkan koleksi R-modul ζβ
untuk setiap bilangan ordinal β ≤ α. Khususnnya, koleksi R-modul ζ1 berisi
semua modul uniserial tak nol. Berikut adalah pengertian himpunan-himpunan
dari R-modul M yang digunakan dalam pendefinisian dimensi uniserial suatu
R-modul M (Nazemian, dkk., 2014).
Definition 2.1. [?]. Untuk setiap bilangan ordinal α ≥ 1 didefinisikan koleksi
modul secara rekursif sebagai berikut:
(1) ξ1 = {M 6= 0 |M uniserial},
(2) ξα =
{
M | (∀N < M)
(





Berdasarkan Definisi 4.1, ξ2 adalah himpunan yang berisi semua R-modul M
yang tidak uniserial dan untuk setiap submodul N di modul M , jika M/N 6∼= M
maka M/N adalah modul uniserial. Suatu modul M dikatakan memiliki dimensi
uniserial jika terdapat bilangan ordinal α sehingga berlaku M ∈ ξα. Dapat
ditunjukkan bahwa jika M ∈ ξβ dan β < α, maka berlaku M ∈ ξα. Lebih
lanjut, suatu R-modul M dikatakan memiliki dimensi uniserial α, dinotasikan
u.s.dim (M) = α, jika α adalah bilangan ordinal terkecil sehingga berlaku M ∈
ξα. Gagasan ini tertuang dalam Definisi 4.2 berikut, yang merupakan definisi
dimensi uniserial suatu R-modul M , yang memanfaatkan konsep koleksi modul
pada Definisi 4.1 di atas (Nazemian, dkk., 2014).
Definition 2.2. (Nazemian, dkk., 2014). Misalkan M adalah R-modul tak
nol. Dimensi uniserial dari R-modul M adalah bilangan ordinal terkecil α
sehingga berlaku MR ∈ ξα, dengan notasi u.s.dim (MR). Jika tidak terdapat α
yang demikian, maka dikatakan bahwa modul M tidak memiliki dimensi uniserial.
Lebih lanjut, u.s.dim (0R) = 0.
Nazemian, dkk. (2014) menunjukkan bahwa untuk sebarang gelanggang R dan
bilangan ordinal α terdapat suatu R-modul dengan dimensi uniserial α. Berikut
adalah contohR-modulM dengan dimensi uniserial 2, dengan sebelumnya menen-
tukan semua submodul N di modul M dan kemudian menentukan masing-masing
modul faktor M/N termasuk ke dalam koleksi modul tertentu (dapat dilihat pada
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Teorema 5.3).
Example 2.3. DiberikanM = Z2⊕Z2 adalah Z-modul, maka u.s.dim (Z2 ⊕ Z2) =
2. Perhatikan bahwa semua submodul di M adalah:
(1) N1 = {(0, 0)}.
(2) N2 = {(0, 0) , (1, 1)} dan M/N2 = {{(0, 0) , (1, 1)} , {(0, 1) , (1, 0)}} ∼=
{0} ⊕ Z2 ∼= Z2
(3) N3 = {(0, 0) , (0, 1)} dan M/N3 = {{(0, 0) , (0, 1)} , {(1, 0) , (1, 1)}} ∼= Z2⊕
{0} ∼= Z2
(4) N4 = {(0, 0) , (1, 0)} dan M/N4 = {{(0, 0) , (1, 0)} , {(0, 1) , (1, 1)}} ∼=
{0} ⊕ Z2 ∼= Z2
(5) N5 = {(0, 0) , (0, 1) , (1, 0) , (1, 1)} = M
Perhatikan bahwa untuk submodul sejati di M diperoleh:
• M/N2,M/N3,M/N4 isomorfik dengan suatu lapangan Z2 sehingga meru-
pakan suatu Z-modul uniserial, yang artinya M/N2,M/N3,M/N4 ∈ ξ1.
• Di lain pihak, perhatikan bahwa terdapat submodul N2, N4 sehingga N2  
N4 dan N4  N2, yang artinya bahwa M bukan modul uniserial. Terbukti
bahwa M /∈ ξ1.
Dengan demikian, karena M ∈ ξ2 dan M /∈ ξ1, maka u.s.dim (Z2 ⊕ Z2) = 2.
Contoh 2.3 di atas menunjukkan suatu persamaan:
u.s.dim (M) = 2 = 1 + 1 = u.s.dim (Z2) + u.s.dim (Z2),
(dapat dilihat pada Lema 5.7 di bawah). Namun perlu diperhatikan, secara
umum hal ini tidak selalu berlaku bahwa jika M = N1⊕N2 adalah R-modul, maka
u.s.dim (M) = u.s.dim (N1) + u.s.dim (N2). Sebagai contoh, misalkan diberikan
M = Z8 ⊕ Z4 adalah Z-modul, maka u.s.dim (M) = 5 (dapat dilihat pada Lema
5.7) dan u.s.dim (Z8) = 1 dan u.s.dim (Z4) = 1. Dari sini dapat dilihat bahwa
u.s.dim (M) 6= u.s.dim (Z8) + u.s.dim (Z4). Berdasarkan Definisi 4.1, jika modul
M memiliki dimensi uniserial, maka setiap modul faktornya memiliki dimensi
uniserial, dan setiap suku langsung dari modul M memiliki dimensi uniserial.
Namun, jika modul M memiliki dimensi uniserial, maka belum tentu submod-
ulnya memiliki dimensi uniserial [?, Contoh 1.11]. Karakteristik dari R-modul
M yang memiliki dimensi uniserial memiliki hubungan erat dengan Proposisi 3.3
(Nazemian, dkk., 2014).
Proposition 2.4. (Nazemian, dkk., 2014). Suatu R-modul M memiliki
dimensi uniserial jika dan hanya jika untuk setiap rantai naik M1 ⊆ M2 ⊆ ...
submodul-submodul di modul M , terdapat n ≥ 1 sehingga berlaku M/Mn adalah
modul uniserial atau M/Mn ∼= M/Mk untuk setiap k ≥ n.
Kaitan antara gelanggang Noether-Artin, modul yang dibangun secara berhingga
atas gelanggang Noether-Artin, dan dimensi uniserial adalah sebagai berikut.
Proposition 2.5. (Nazemian, dkk., 2014).
(1) Setiap modul Noether memiliki dimensi uniserial.
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(2) Suatu gelanggang komutatif R adalah gelanggang Noether jika dan hanya
jika setiap R-modul yang dibangun secara berhingga memiliki dimensi
uniserial.
(3) Suatu gelanggang komutatif R adalah gelanggang Artin jika dan hanya jika
setiap R-modul yang dibangun secara berhingga memiliki dimensi uniserial
berhingga.
Berikut adalah salah satu sifat modul dengan dimensi uniserial. Lema 2.6
berikut menjamin eksistensi suatu modul faktor yang dimensi uniserialnya kurang
dari dimensi uniserial dari modulnya.
Lemma 2.6. (Nazemian, dkk., 2014). Jika M adalah suatu R-modul dan
u.s.dim (M) = α, maka untuk sebarang bilangan ordinal 0 ≤ β ≤ α, terdapat
suatu modul faktor M/N dari modul M sehingga berlaku u.s.dim (M/N) = β.
Lema 2.6 ini banyak digunakan dalam pembahasan dimensi unsierial dari modul
yang dibangun secara berhingga atas daerah valuasi diskrit, khususnya pada
bagian modul torsi dan modul bebas torsi yang terdapat pada Subbab 5 di bawah.
Program Python dapat digunakan untuk menentukan dimensi uniserial dari
modul (Zm × Zn)Z dengan m,n ∈ Z [?]. Dengan memanfaatkan program fak-
torisasi prima dari bilangan bulat (yang dapat dilihat di Aditya (2018)), dapat
dibuat suatu program menggunakan Python 2.7.14 yang dapat dipakai untuk
menentukan dimensi uniserial dari modul (Zm × Zn)Z dengan m,n ∈ Z. Program
utamanya dapat dilihat di Lampiran A. Sebagai contoh, dengan menggunakan
program Python di Lampiran B, dengan memasukkan input m = 11, n = 11,
m = 8, n = 9, dan m = 6, n = 35 akan diperoleh hasil-hasil sebagai berikut.
================================================




We have a module M = Z_ 7 x Z_ 7 over ring Z
Prime factorization of 7 : [11] and 7 : [11]








We have a module M = Z_ 8 x Z_ 9 over ring Z
Prime factorization of 8 : [2, 2, 2] and 9 : [3, 3]
Therefore, u.s.dim(M) = 5
------------------------------------------------
>>>
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================================================




We have a module M = Z_ 6 x Z_ 35 over ring Z
Prime factorization of 6 : [2, 3] and 35 : [5, 7]
Therefore, u.s.dim(M) = 4
------------------------------------------------
>>>
yang berarti bahwa u.s.dim (Z11 × Z11)Z = 2, u.s.dim (Z8 × Z9)Z = 5, dan
u.s.dim (Z6 × Z35)Z = 4. Perlu dicatat bahwa pada program Python, nilai mak-
simal dari m atau n adalah 1.7 × 10308. Nilai ini sesuai dengan batas atas dari
bilangan bulat di Python yang dapat diketahui dengan menuliskan kode berikut:
import sys
int(sys.float_info.max)
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3. Dimensi Valuasi Suatu Gelanggang
Subbab ini merupakan hasil review terhadap artikel Ghorbani dan Nazemian
(2015) yang terkait dengan dimensi valuasi suatu gelanggang. Setelah gagasan
mengenai dimensi uniserial suatu modul yang dikemukakan oleh Nazemian, dkk.
(2014) muncul, beberapa waktu setelahnya yaitu pada tahun 2015, Ghorbani
dan Nazemian mendefinisikan gagasan mengenai konsep dimensi valuasi suatu
gelanggang. Dalam subbab ini dibahas mengenai konsep dimensi valuasi suatu
gelanggang beserta contohnya. Kemudian dibahas mengenai sifat-sifat gelang-
gang dengan dimensi valuasi dan karakteristik dari gelanggang dengan dimensi
valuasi dan dimensi valuasi berhingga. Gelanggang valuasi dapat diidentifikasi
melalui koleksi dari semua idealnya yang bersifat terurut total terhadap relasi
inklusi. Ukuran yang merepresentasikan seberapa jauh suatu gelanggang ko-
mutatif menyimpang dari sifat valuasi disebut dengan dimensi valuasi. Dalam
makalahnya, Ghorbani dan Nazemian (2015) menyebutkan bahwa gelanggang
berdimensi valuasi berhingga merupakan perumuman dari gelanggang valuasi.
Berikut adalah definisi dari dimensi valuasi dari suatu gelanggang yang merujuk
pada definisi dimensi uniserial dalam Definisi 4.2 di atas.
Definition 3.1. [?]. Untuk suatu gelanggang R, dimensi uniserial dari R-modul
R disebut dimensi valuasi dari gelanggang R dan dinotasikan v.dim (R). Jika
R-modul R tidak memiliki dimensi uniserial, maka dikatakan bahwa gelanggang
R tidak memiliki dimensi valuasi.
Merujuk pada Definisi 4.3 di atas, pada dasarnya dimensi valuasi suatu gelang-
gang tidak lain adalah dimensi uniserial dari modul regulernya. Berikut adalah
contoh gelanggang dengan dimensi valuasi 5.
Example 3.2. Untuk 176 = 2411, berlaku v.dim (Z176) = 5. Perhatikan bahwa
untuk modul M = (Z176)Z176 , semua submodul sejati dan modul faktor di dalam
modul M adalah sebagai berikut [?, Theorem 4.3].
{0} = 〈176〉 ,〈88〉 , 〈44〉,〈22〉 , 〈11〉 , 〈16〉,〈8〉 , 〈4〉 ,〈2〉 , 〈1〉 = M .
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• M/ 〈2〉,M/ 〈4〉,M/ 〈8〉,M/ 〈16〉,M/ 〈11〉 ∈ ζ1, M/ 〈22〉 ∈ ζ2, M/ 〈44〉 ∈ ζ3,
dan M/ 〈88〉 ∈ ζ4. Oleh karena itu diperoleh M ∈ ζ5.
• Di lain pihak, terdapat submodul 〈88〉 di modul M sehingga berlaku
M/ 〈88〉 /∈ ζ3, yang artinya M /∈ ζ4.
Dengan demikian, karenaM ∈ ζ5 danM /∈ ζ4, dapat dikatakan bahwa v.dim (Z176) =
5. 
Sifat-sifat gelanggang yang memiliki dimensi valuasi sudah banyak yang dite-
mukan. Ghorbani dan Nazemian (2015) menunjukkan bahwa jika I adalah ideal
sejati dari gelanggang berdimensi valuasi R, maka gelanggang faktor R/I memi-
liki dimensi valuasi dan berlaku v.dim (R/I) = u.s.dim (R/I)R. Di lain pihak,
jika R adalah sebarang gelanggang komutatif dan I adalah ideal sejati, maka
berlaku R  R/I. Akibatnya dari Proposisi 2.4 dapat diperoleh Proposisi 3.3 di
bawah, yang merupakan karakteristik dari gelanggang dengan dimensi valuasi.
Proposition 3.3. (Ghorbani dan Nazemian, 2015). Misalkan R adalah
gelanggang komutatif. Pernyataan-pernyataan berikut berlaku:
(1) Gelanggang R memiliki dimensi valuasi jika dan hanya jika untuk setiap
rantai naik I1 ⊂ I2 ⊂ ... ideal-ideal di gelanggang R, terdapat n ≥ 1
sedemikian sehingga R/In adalah gelanggang valuasi.
(2) Jika I ⊂ J adalah ideal-ideal di gelanggang R dengan dimensi valuasi
berhingga dan R/I bukan gelanggang valuasi, maka berlaku v.dim (R/J) <
v.dim (R/I). Secara umum, jika R bukan gelanggang valuasi tetapi memi-
liki dimensi valuasi dan J adalah ideal sejati di gelanggang R, maka
berlaku v.dim (R/J) < v.dim (R).
(3) Misalkan R adalah gelanggang dengan dimensi valuasi berhingga dan I
adalah ideal sejati di gelanggang R. Jika R/I bukan gelanggang valuasi,
maka I adalah R-modul Artin.
Kaitan antara gelanggang Noether dengan gelanggang berdimensi valuasi ter-
tuang dalam Teorema 3.4 berikut, yaitu syarat cukup dan perlu dari suatu gelang-
gang dengan dimensi valuasi merupakan gelanggang Noether.
Theorem 3.4. (Ghorbani dan Nazemian, 2015). Untuk suatu gelanggang
R, pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:
(1) R adalah gelanggang Noether.
(2) R berdimensi valuasi dan setiap R-modul uniserial sikliknya adalah modul
Noether.
(3) Gelanggang R×R memiliki dimensi valuasi.
(4) Setiap R-modul yang dibangun secara berhingga berdimensi uniserial.
(5) Setiap R-modul bebas yang dibangun secara berhingga berdimensi unise-
rial.
Teorema 3.5 berikut memberikan syarat cukup dan perlu dari suatu gelanggang
dengan dimensi valuasi berhingga merupakan gelanggang Artin.
Theorem 3.5. (Ghorbani dan Nazemian, 2015). Untuk suatu gelanggang
R, pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:
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(1) R adalah gelanggang Artin.
(2) R berdimensi valuasi berhingga dan setiap R-modul uniserial sikliknya
adalah modul Artin.
(3) R adalah gelanggang semi-Artin dengan dimensi valuasi.
(4) Gelanggang R×R memiliki dimensi valuasi berhingga.
(5) Setiap R-modul yang dibangun secara berhingga berdimensi uniserial berhingga.
(6) Setiap R-modul bebas yang dibangun secara berhingga berdimensi uniserial
berhingga.
Berikut adalah kaitan antara gelanggang Artin, gelanggang dengan dimensi
valuasi berhingga, dan hasil kali berhingga dari gelanggang-gelanggang lokal.
Proposition 3.6. (Ghorbani dan Nazemian, 2015). Misalkan R adalah
gelanggang komutatif. Pernyataan-pernyataan berikut berlaku:
(1) Setiap gelanggang Artin R memiliki dimensi valuasi berhingga.
(2) Jika R adalah gelanggang dengan dimensi valuasi berhingga, maka R
adalah gelanggang semisempurna. Lebih lanjut, jika v.dim (R) = n, maka
gelanggang R adalah hasil kali langsung dari paling banyak n gelanggang
lokal.
Gelanggang Artin dan lokal saling terkait. Telah diketahui bahwa setiap gelang-
gang dengan dimensi valuasi berhingga dapat dinyatakan sebagai hasil kali berhingga
dari gelanggang-gelanggang lokal, yang dinamakan gelanggang semisempurna,
tetapi belum tentu berlaku sebaliknya. Dari sini akan diperoleh dua kelas, yaitu
kelas gelanggang lokal dan kelas gelanggang bukan lokal. Berikut adalah contoh
suatu gelanggang lokal tanpa dimensi valuasi (Ghorbani dan Nazemian, 2015).
Example 3.7. (Ghorbani dan Nazemian, 2015) Misalkan diberikan A =
F [x1, x2, ...] adalah gelanggang suku banyak atas lapangan F dan I = 〈x21, x22, ...〉
adalah ideal di gelanggang A. R = A/I adalah suatu gelanggang lokal tanpa
dimensi valuasi. Perhatikan bahwa untuk rantai 〈x1〉 ⊆ 〈x1, x2〉 ⊆ ..., maka
R/ 〈x1, ..., xn〉 bukan merupakan gelanggang valuasi dan berlaku R/ 〈x1, ..., xn〉 
R/ 〈x1, ..., xn, xn+1〉 untuk setiap n ∈ N dengan xi = xi + I
Berikut adalah contoh suatu gelanggang Noether lokal yang memiliki dimensi
valuasi tak berhingga.
Example 3.8. (Ghorbani dan Nazemian, 2015) Misalkan A = K [x, y]
adalah gelanggang suku banyak atas suatu lapangan K dan R = Am adalah
lokalisasi dari gelanggang A pada ideal maksimal m = 〈x, y〉, maka dapat di-
tunjukkan bahwa gelanggang R memiliki dimensi valuasi tetapi tak berhingga.
Perhatikan bahwa karena K adalah lapangan maka K adalah daerah Noether
sehingga berdasarkan Teorema Basis Hilbert, A juga merupakan daerah Noether.
Misalkan R = Am adalah lokalisasi dari gelanggang A pada ideal maksimal
m = 〈x, y〉. Karena A adalah daerah Noether maka berdasarkan Akibat ??,R
adalah daerah Noether lokal. Karena R adalah daerah Noether maka berdasarkan
Akibat 2.5, gelanggang R memiliki dimensi valuasi. Untuk ideal I = 〈xy〉, mis-
alkan Im adalah perluasan dari ideal I pada gelanggang R. Perhatikan bahwa
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R/Im bukan merupakan gelanggang valuasi dan Im bukan merupakan R-modul
Artin. Oleh karena itu berdasarkan Lema 3.6 bagian (1) di atas diperoleh bahwa
gelanggang R tidak memiliki dimensi valuasi berhingga. Jadi, gelanggang R
memiliki dimensi valuasi tetapi tak berhingga.
Telah diketahui bahwa hasil kali dua buah gelanggang lokal adalah gelanggang
semisempurna. Berikut adalah contoh suatu gelanggang semisempurna Noether
yang memiliki dimensi valuasi tak berhingga.
Example 3.9. (Ghorbani dan Nazemian, 2015) Misalkan S adalah suatu
gelanggang Noether lokal yang bukan Artin, maka R = S × S adalah suatu
gelanggang semisempurna. Karena R adalah gelanggang Noether yang bukan
Artin, maka gelanggang R memiliki dimensi valuasi tak berhingga.
Di lain pihak, diberikan contoh suatu gelanggang bukan Artin yang memiliki
dimensi valuasi berhingga, yaitu suatu daerah valuasi diskrit yang bukan
lapangan (Ghorbani dan Nazemian, 2015).
Program Python dapat digunakan untuk menentukan dimensi uniserial dari
modul (Zn)Z [?]. Dengan memanfaatkan program faktorisasi prima dari bilan-
gan bulat (yang dapat dilihat di InTechGram (2018)), dapat dibuat suatu pro-
gram menggunakan Python 2.7.14 yang dapat dipakai untuk menentukan di-
mensi uniserial dari modul (Zn)Z. Pembaca dapat langsung salin-tempel kode
program ke dalam aplikasi Python dan menekan tombol F5 pada keyboard untuk
menjalankan program. Untuk melihat rantai submodul sejati dari setiap modul
(Zn)Z dapat memanfaatkan ilustrasi yang terdapat dalam Wolfram (2018). Pro-
gram utamanya dapat dilihat di Lampiran B. Sebagai contoh, dengan menggu-
nakan program Python di Lampiran A, dengan memasukkan input n = 210 dan
n = 1024, yang berarti menentukan dimensi uniserial dari modul (Z210)Z and
(Z1024)Z. Hasil keluarannya adalah sebagai berikut:
====================================================
Determine Uniserial Dimension of a Module Z_n over Z
----------------------------------------------------
Input n:210
Prime factorization of 210 : [2, 3, 5, 7]
Therefore, u.s.dim(Z_ 210 ) = 4
>>>
====================================================
Determine Uniserial Dimension of a Module Z_n over Z
----------------------------------------------------
Input n:1024
Prime factorization of 1024 :
[2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]
Therefore, u.s.dim(Z_ 1024 ) = 1
>>>
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yang berarti bahwa u.s.dim (Z210) = 4 and u.s.dim (Z1024) = 1. Perlu diketahui
lagi bahwa pada program Python, nilai maksimal dari n adalah 1.7× 10308.
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4. Dimensi Valuasi dari Daerah Ideal Utama
Nazemian, dkk. (2014) mendefinisikan dimensi uniserial suatu modul seba-
gai ukuran yang merepresentasikan seberapa jauh suatu modul menyimpang dari
sifat uniserial. Modul uniserial adalah modul yang koleksi dari semua submod-
ulnya terurut total terhadap relasi inklusi. Selanjutnya akan diberikan definisi
dimensi uniserial suatu modul beserta contohnya. Selain itu, dikaji juga sifat-
sifat dari modul yang memiliki dimensi uniserial. Bilangan ordinal berhingga
diidentifikasi dengan bilangan bulat positif dan bilangan transfinite menotasikan
suatu ukuran dari bilangan yang tak terbatas. Lebih lanjut, bilangan ordinal
transfinite pertama dinotasikan dengan ω. Pembahasan mengenai bilangan ordi-
nal dapat dilihat di Stoll (1979). Untuk setiap bilangan ordinal α ≥ 1 dibangun
secara induksi transfinite dan koleksi R-modul ζα, dimulai dari ζ1 dengan meman-
faatkan koleksi R-modul ζβ untuk setiap bilangan ordinal β ≤ α. Khususnnya,
koleksi R-modul ζ1 berisi semua modul uniserial tak nol. Berikut adalah penger-
tian himpunan-himpunan dari R-modul M yang digunakan dalam pendefinisian
dimensi uniserial suatu R-modul M (Nazemian, dkk., 2014).
Definition 4.1. (Nazemian, dkk., 2014). Untuk setiap bilangan ordinal α ≥ 1
didefinisikan koleksi modul secara rekursif sebagai berikut:
(1) ξ1 = {M 6= 0 |M uniserial},
(2) ξα =
{
M | (∀N < M)
(





Berdasarkan Definisi 4.1, ξ2 adalah himpunan yang berisi semua R-modul M
yang tidak uniserial dan untuk setiap submodul N di modul M , jika M/N 6∼= M
maka M/N adalah modul uniserial. Suatu modul M dikatakan memiliki dimensi
uniserial jika terdapat bilangan ordinal α sehingga berlaku M ∈ ξα. Dapat
ditunjukkan bahwa jika M ∈ ξβ dan β < α, maka berlaku M ∈ ξα. Lebih
lanjut, suatu R-modul M dikatakan memiliki dimensi uniserial α, dinotasikan
u.s.dim (M) = α, jika α adalah bilangan ordinal terkecil sehingga berlaku M ∈
ξα. Gagasan ini tertuang dalam Definisi 4.2 berikut, yang merupakan definisi
dimensi uniserial suatu R-modul M , yang memanfaatkan konsep koleksi modul
pada Definisi 4.1 di atas (Nazemian, dkk., 2014).
Definition 4.2. (Nazemian, dkk., 2014). Misalkan M adalah R-modul tak
nol. Dimensi uniserial dari R-modul M adalah bilangan ordinal terkecil α
sehingga berlaku MR ∈ ξα, dengan notasi u.s.dim (MR). Jika tidak terdapat α
yang demikian, maka dikatakan bahwa modul M tidak memiliki dimensi uniserial.
Lebih lanjut, u.s.dim (0R) = 0.
Gelanggang valuasi dapat diidentifikasi melalui koleksi dari semua idealnya
yang bersifat terurut total terhadap relasi inklusi. Ukuran yang merepresen-
tasikan seberapa jauh suatu gelanggang komutatif menyimpang dari sifat valuasi
disebut dengan dimensi valuasi. Dalam makalahnya, Ghorbani dan Nazemian
(2015) menyebutkan bahwa gelanggang berdimensi valuasi berhingga merupakan
perumuman dari gelanggang valuasi. Berikut adalah definisi dari dimensi valuasi
DIMENSI VALUASI SUATU GELANGGANG NOETHER KOMUTATIF DAN TOPIK-TOPIK YANG TERKAIT15
dari suatu gelanggang yang merujuk pada definisi dimensi uniserial dalam Defin-
isi 4.2 di atas.
Definition 4.3. (Ghorbani dan Nazemian, 2015). Untuk suatu gelanggang
R, dimensi uniserial dari R-modul R disebut dimensi valuasi dari gelanggang
R dan dinotasikan v.dim (R). Jika R-modul R tidak memiliki dimensi uniserial,
maka dikatakan bahwa gelanggang R tidak memiliki dimensi valuasi.
Merujuk pada Definisi 4.3 di atas, pada dasarnya dimensi valuasi suatu gelang-
gang tidak lain adalah dimensi uniserial dari modul regulernya. Berikut adalah
contoh gelanggang dengan dimensi valuasi 5.
Example 4.4. Untuk 176 = 2411, berlaku v.dim (Z176) = 5. Perhatikan bahwa
untuk modul M = (Z176)Z176 , semua submodul sejati dan modul faktor di dalam
modul M adalah sebagai berikut:
{0} = 〈176〉 ,〈88〉 , 〈44〉,〈22〉 , 〈11〉 , 〈16〉,〈8〉 , 〈4〉 ,〈2〉 , 〈1〉 = M .













• M/ 〈2〉,M/ 〈4〉,M/ 〈8〉,M/ 〈16〉,M/ 〈11〉 ∈ ζ1, M/ 〈22〉 ∈ ζ2, M/ 〈44〉 ∈ ζ3,
dan M/ 〈88〉 ∈ ζ4. Oleh karena itu diperoleh M ∈ ζ5.
• Di lain pihak, terdapat submodul 〈88〉 di modul M sehingga berlaku
M/ 〈88〉 /∈ ζ3, yang artinya M /∈ ζ4.
Dengan demikian, karenaM ∈ ζ5 danM /∈ ζ4, dapat dikatakan bahwa v.dim (Z176) =
5. 
Setelah mengenal konsep dimensi valuasi suatu gelanggang yang dikemukakan
oleh Ghorbani dan Nazemian (2015), selanjutnya dikaji dimensi valuasi dari su-
atu gelanggang khusus yaitu daerah ideal utama dengan setiap ideal di dalamnya
dibangun oleh satu buah elemen. Mengingat sebarang daerah ideal utama R
adalah gelanggang Noether, maka dapat disimpulkan bahwa R memiliki dimensi
valuasi.
Selanjutnya dibuktikan teorema yang merupakan hasil utama dari subbab ini,
yaitu mengenai dimensi valuasi suatu daerah ideal utama. Untuk membuktikan
Teorema 4.7 diperlukan Lema 4.5 dan Lema 4.6.
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Lemma 4.5. Jika R suatu daerah ideal utama yang bukan lapangan dan I suatu
ideal tak nol di R yang tidak sama dengan R, maka gelanggang R/I sebagai R-
modul bersifat Artin.
Lema 4.6 berikut mengatakan bahwa jika R adalah daerah ideal utama dengan
ideal In yang dibangun oleh p
nq dengan p, q ∈ R dan n bilangan bulat positif,
maka dimensi uniserial dari R-modul R/In adalah n+ 1.
Lemma 4.6. Misalkan R suatu daerah ideal utama dan terdapat p, q ∈ R dua
elemen prima yang tidak sekawan. Jika In = 〈pnq〉 adalah ideal yang dibangun
oleh pnq dengan n bilangan bulat positif, maka R/In sebagai R-modul memenuhi
u.s.dim (R/In) = n+ 1.
Teorema 4.7 berikut adalah hasil utama dari subbab ini, yaitu dimensi valuasi
dari suatu daerah ideal utama adalah 1 atau ω.
Theorem 4.7. Jika R adalah daerah ideal utama, maka v.dim (R) = 1 atau
v.dim (R) = ω.
Daerah bilangan bulat Z adalah daerah ideal utama yang memiliki lebih dari satu
elemen prima. Dengan mengacu pada bukti Teorema 4.7 di atas diperoleh akibat
berikut.
Corollary 4.8. Untuk gelanggang Z, v.dim (Z) = ω dengan ω adalah bilangan
ordinal.
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5. Modul Primer atas Daerah Valuasi Diskrit
Pembahasan pertama adalah mengenai dimensi uniserial dari modul primer atas
daerah valuasi diskrit. Perhatikan bahwa suatu modul p-primer (atau primer)
yang dibangun secara berhingga adalah modul yang memiliki order suatu pangkat
dari p. Berdasarkan Rotman (2017), jika R adalah suatu daerah valuasi diskrit,
maka setiap R-modul primer yang dibangun secara berhingga M adalah suatu
jumlah langsung dari modul-modul siklik M = R/ (c1)⊕ ...⊕R/ (ct) untuk suatu
c1, ..., ct ∈ R dengan t ≥ 1 dan berlaku c1|c2|...|ct.
Sebelumnya, sifat-sifat berikut dimanfaatkan dalam membuktikan hasil-hasil
utama dalam bab ini.
Theorem 5.1. Misalkan M adalah suatu R-modul primer yang dibangun secara
berhingga dengan suatu dekomposisi siklik:
M = 〈x1〉 ⊕ 〈x2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xn〉
dengan order dari elemen xi adalah o(xi) = p
ei , i = 1, 2, . . . , n sehingga berlaku:
e = e1 ≥ e2 ≥ · · · ≥ en ≥ 1.
Jika x ∈ M x 6= 0 dengan sifat px = 0, maka terdapat j ∈ {1, . . . , n} sehingga
berlaku
M/〈x〉 ∼= 〈y1〉 ⊕ 〈y2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈yn〉
untuk suatu yi, i = 1, 2, . . . , n dengan sifat-sifat:
o(yi) =
{
pei−1 jika i = j
pei jika i 6= j
Catatan: o(yi) = 1 ekuivalen dengan mengatakan bahwa yi = 0 untuk suatu
i = 1, 2, . . . , n.
Teorema 5.1 di atas mengatakan bahwa jika M adalah modul primer yang
dibangun secara berhingga atas daerah valuasi diskrit R dengan x ∈ M, x 6= 0,
dan px = 0, maka jumlah pangkat dari pembagi-pembagi elementer dari modul
faktor M/ 〈x〉 sama dengan jumlah pangkat dari pembagi-pembagi elementer
modul M dikurangi satu.
Lema 5.2 berikut mengatakan bahwa suatu modul siklik M yang dibangun oleh
suatu elemen dengan order pk, k ≥ 1 memiliki dimensi uniserial satu. Perhatikan
bahwa Lema 5.2 berikut digunakan dalam proses pembuktian Teorema 5.6 di
bawah.
Lemma 5.2. Misalkan M adalah R-modul primer yang dibangun secara berhingga.
Jika M = 〈x〉 adalah modul siklik dengan o (x) = pk, k ≥ 1, maka M adalah modul
uniserial sehingga u.s.dim (M) = 1.
Selanjutnya, Lema 5.3 berikut menjelaskan bahwa jika M adalah modul yang
dibangun oleh dua elemen dengan order masing-masing elemen adalah p, maka
dimensi uniserial dari modul M adalah dua. Perhatikan juga bahwa lema berikut
digunakan dalam proses pembuktian Teorema 5.7 di bawah.
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Lemma 5.3. Misalkan M adalah suatu R-modul primer yang dibangun secara
hingga. Jika
M = 〈x1〉 ⊕ 〈x2〉
dengan o(x1) = o(x2) = p, maka berlaku u.s.dim(M) = 2.
Untuk R-modul M = 〈x1〉 ⊕ 〈x2〉 dan salah satu pembangun dari modul M
memiliki order pk, k ≥ 1 yaitu suatu pangkat dari p, dan pembangun lainnya
memiliki order p, maka dimensi uniserial dari modul M adalah k+ 1. Perhatikan
bahwa lema berikut adalah kasus khusus dari Lema 5.5 di bawah.
Lemma 5.4. Misalkan M adalah R-modul primer yang dibangun secara hingga.
Jika M = 〈x1〉 ⊕ 〈x2〉 dengan x1, x2 ∈M dan o (x1) = pk, k ≥ 1, dan o (x2) = p,
maka berlaku u.s.dim (M) = k + 1.
Dari Lema 5.4 di atas dapat diperoleh hasil berikut. Perhatikan bahwa Lema 5.4
adalah kasus khusus dari Lema 5.5.
Lemma 5.5. Misalkan M adalah R-modul primer yang dibangun secara berhingga.
Jika M = 〈x1〉⊕〈x2〉 dengan x1, x2 ∈M , o (x1) = pk, k ≥ 1, dan o (x2) = pl, l ≥ 1,
maka berlaku u.s.dim (M) = k + l.
Dari berturut-turut empat buah lema di atas, dapat diperoleh teorema berikut,
yang merupakan hasil utama pertama pada subbab ini. Teorema ini dapat di-
pandang sebagai suatu metode untuk menentukan dimensi uniserial suatu modul
primer yang dibangun secara berhingga atas daerah valuasi diskrit yang dibangun
oleh elemen sebanyak k dengan order dari semua elemen adalah p.
Theorem 5.6. Misalkan M adalah R-modul primer yang dibangun secara berhingga.
Jika M = 〈x1〉⊕ ...⊕〈xk〉 dengan xi ∈M dan o (xi) = p, i = 1, ..., k, k ≥ 2, maka
berlaku u.s.dim (M) = k.
Berikut adalah hasil utama kedua dari subbab ini. Teorema berikut adalah suatu
metode untuk menentukan dimensi uniserial suatu modul primer yang dibangun
secara berhingga atas daerah valuasi diskrit, dengan elemen pembangun sebanyak
k dengan order dari semua elemennya adalah pei dengan i = 1, ..., k.
Theorem 5.7. Jika M adalah suatu R-modul primer yang dibangun secara berhingga
dengan suatu dekomposisi siklik:
M = 〈x1〉 ⊕ 〈x2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xk〉 (5.1)
dengan order dari elemen xi adalah o(xi) = p
ei , i = 1, 2, . . . , k untuk suatu barisan
berhingga yang turun dari bilangan-bilangan bulat:
e = e1 ≥ e2 ≥ · · · ≥ ek ≥ 1
dan k ≥ 2, maka berlaku u.s.dim(M) = ∑ki=1 ei.
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